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1 Zadani (uloha 11)

Uvazte polynomy jedné proménné maximalné 5 stupné s celoCiselnymi koeficienty
z intervalu <5, 5>. Kazdy polynom ptedstavuje uzel grafu a dva uzly jsou spojeny hranou pravé
tehdy, kdyz ptislusné polynomy sdileji alespont jeden spolecny koten. Zjistéte pocet komponent
tohoto grafu, a primér nejvetsi z nich.

Poznamka: pro konkretizaci tllohy jsem si zvolil kofeny polynomil jen v mnozin¢ realnych
Cisel.
2 Teorie

2.1 Polynom

je funkce P:R—R dana predpisem P(x)=).a,x' a,#0 , kde a; jsou koeficienty
0

polynomu a m je stupent polynomu szP (pokud je m nula, je stupett polynomu definovan jako -c).

2.2 Koren polynomu
jetakové x€R | pro které plati P (x)=0 .

2.3 Neorientovany graf G

je mnozina uzl U, hran H a incidence p. Zapisujeme G=(H ,U,p) .

2.4 Prosty graf

je graf, ve kterém se nevyskytuji rovnobézné hrany (tzn. rizné hrany se stejnymi krajnimi
uzly). U prostého grafu nema smysl incidence, zapisuje se proto G=(H ,U) .

2.5 Sled grafu G s krajnimi uzly u a v

je libovolna posloupnost uzli a hran grafu G S=(ug by u, ..., h,,u,) ,kde u = uyp, v = u,
aproviechny i€(1,2,3,..,n) plati: [u,_,,u]=h€H |
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2.6 Souvisly graf

je graf, v némz existuje sled mezi libovolnymi dvéma uzly.

2.7 Komponenta grafu
je kazdy maximalni souvisly podgraf daného grafu (= souvisly podgraf, ktery jiz nelze
ZVEtsit).
2.8 Vzdalenost uzli u a v

je pocet hran v minimalnim (nejkrat§im) sledu s krajnimi uzly u a v. Zna¢ime d(u,v).

2.9 Prumér grafu (komponenty) G

je maximalni vzdalenost dvou uzldi daného grafu (komponenty). Znacime
T(G)=max(d(u,v)),Yu,veG

3 Rozbor ulohy

Polynomy, které se budou v grafu vyskytovat jsou tyto:
® 11 polynomi fadu -oo: P(x) =c
® 110 polynomt f4du 1: P(x) =ax +b
® 1210 polynomi ¥adu 2: P(x) = ax” + bx + ¢
°
® 1'610'510 polynomt fadu 5: P(x) = asx° + ax' +a;x’ + ax’ + ax + a,

Celkem tedy 1'771'561 polynomti. Polynomy fadu - jsou tyto:

® Px)=-5
® P(x)=+4
[ ]

® Px)=5

Pocet polynomti ostatnich stupiii Ize ur¢it podle vzorce n,=(n,—1)n; , kde n; je pocet
vSech riznych koeficienti (v této tloze 11) a m je stupen polynomi. Tyto polynomy jsou
generovany jako linearni kombinace z moznych koeficientd (s dodrZzenim podminky a,#0 -
proto se ve vzorci pro vypocet poctu polynomu vyskytuje (n-1) ).

Nyni se budeme vénovat kofeniim jednotlivych polynomi. Polynomy stupné -oo nemaji
zadné koteny, kromé polynomu P(x) = 0, ktery méd kofenii nekone¢né¢ mnoho, konkrétn¢ celou
mnozinu realnych cisel. Polynomy stupné¢ 1 maji kazdy jeden kofen a ten je pfesné definovan
vzorcem —a,/a, . Polynomy stupné m (m > 1) maji maximaln& m realnych kotenti. Tyto mohou
byt urCeny napiiklad vzorcem pro kvadratickou rovnici, ¢i Cardanovymi vzorci. Pro polynomy
vys§iho stupné nez 4 vSak zadné vzorce neexistuji a je tfeba je najit numericky.

A jak bude vypadat hledany graf?

Graf bude prosty, nebot’ nema cenu uvazovat hrany spojujici stejny polynom sam se sebou.
Kazdy polynom, ktery ma alespon jeden koten (i nadale budu uvazovat jen realné koteny) je spojen
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hranou s polynomem P(x) = 0, ktery, jak jsem uvedl, mé kofenti nekone¢né¢ mnoho, konkrétné celou
mnozinu realnych ¢isel. Tim padem mnoZina vSech molynomt, které maji alesponi jeden koien,
tvoii jedinou komponentu. Mzeme urcit i primér této komponenty: je roven 2, nebot’ z kazdého
libovolného polynomu mizeme najit sled do jiného polynomu nejdéle pies polynom P(x) = 0 (za
predpokladu, Ze kromé& tohoto polynomu jsou v komponenté alesponi dva dalsi polynomy s riznymi
kofeny — tuto podminku ndm vSak zarucuje ptitomnost polynomu stupné 1). Kazdy dalsi polynom,
ktery nema zadny koten, tvofi samostatnou komponentu s primérem 0.

Celkovy pocet komponent, ze kterého je graf sloZen, lze tedy vyjadfit jako: n=p,+1 |
kde pu je pocet polynomii bez kotene. Primér nejvétsi z nich (tj. komponenty skladajici se
z polynomil majicich alesponi jeden koten) je 2, jak vyplyva z pfedchoziho odstavce.

Pro nalezeni celkového poctu komponen je zapotiebi zjistit, kolik ponymoml vytvofenych

podle zadani nema ani jeden kofen. Nemusime uvazovat polynomy lichého fadu P(x), nebot” pro né
lim P(x)=—o0 lim P(x)=o0

plati: a a tedy podle [4] museji mit alesponi jeden koten.

4 llustrace problému

Pro ilustraci nabizim nacért grafu, ktery je tvofen z polynom maximalné 1. stupné
s celoCiselnymi koeficienty z intervalu <-2;2>. Pocet komponet takového grafu je roven péti
a prumér nejveétSsi komponenty je roven dvéma. Jednotlivé komponenty jsou od sebe barevné
odliseny, stejné tak je vyznacena jedna z nejdelSich cest grafu. (Obrazek je ptilozen jako Ptiloha 1.)

5 Zavér
Na vypocet, kolik z danych polynoml nemé kofen, jsem pouzil program [5], ktery jsem
vytvoftil specialn€ pro tento ucel. Zavér je takovy, Ze polynomil bez kotene je 39'068, tedy celkovy
pocet komponen v zadaném grafu je 39'069. Primér nejvétsi z nich je 2, jak jiz bylo zminéno.

6 Zdroje

® [1] materialy k pfednaSkam X36TIN

® [2] http://veda-technika.blogspot.com/2007/04/hledn-koen-polynomu.html
® [3] http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/nr/node7.html
°

[4] Diferencialni a integralni pocet funkci jedné proménné, Tkadlec Josef, CVUT
2004: véta O mezihodnoté (4.58) a jeji prvni dasledek (4.59-a)

® [5] http://www.vpp-net.com/fel/tin/polynomy
(vSechny internetové zdroje byly prohlizeny odpoledne 27. kvétna 2007)
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